
6.04.2020 

Дисципліна «Аналітична геометрія» (група 121) 

Тема лекції: Рухи площини 

 

 

 



 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 
  



10.04.2020 

Дисципліна «Лінійна алгебра та аналітична геометрія»  

(групи 131, 132, 141, 161) 

Тема лекції: Лінійні оператори 

 

В теорії лінійних просторів важливу роль відіграють лінійні оператори, 

які ще називають лінійним «перетворенням» простору. 

У векторному просторі L  заданий оператор, якщо вказано правило 

(закон), за яким кожному вектору Lx


 ставиться у відповідність деякий 

вектор Lx 


. Вектор x 


 називають образом вектора x


, а x


 - прообразом 

вектора x 


. 

Отже, оператор у векторному просторі L  - це функція, множиною 

визначення і множиною значень якої є простір L . 

Оператори позначають буквами f , , ..., ,C, B, A,  . 

Образ вектора x

 при дії оператора A  позначають символом Axx


 . 

Оператори в просторі L  називають ще операторами простору L , 

перетвореннями простору L , відображенням простору L  в себе. 

Оператор A  в векторному просторі L  називають лінійним, якщо він 

задовольняє наступним умовам: 

1.   AxAA 2 


12121 xxxLxx     , ; 

2.    AxA


 xLx     . 

Лінійні оператори в просторі L  називають також лінійними 

перетвореннями простору L . 

Із означення лінійного оператора випливають наступні властивості: 

1. Будь-який лінійний оператор A  в просторі L  залишає нерухомим 

нульовий вектор 0

 цього простору. 

2. Будь-який лінійний оператор A  в просторі L  протилежному 

вектору x


  довільного вектора x

 ставить у відповідність вектор, 

протилежний образу вектора x

. 



3. Лінійний оператор A  в просторі L  будь-якій лінійній комбінації 

довільно вибраних векторів n21 xxx


,...,,  простору L  ставить у відповідність 

лінійну комбінацію (з тими ж коефіцієнтами) образів цих векторів. 

З’ясуємо, якими елементами можна задати лінійний оператор в 

просторі nL . 

Задати лінійний оператор A  в просторі nL  - це означає задати образи 

всіх векторів кожного базису цього простору. 

Якщо відомі образи всіх векторів одного з базисів простору nL  при дії 

оператора A , то можна знайти образи всіх векторів простору при дії цього 

оператора. 

Теорема 1. Будь-який оператор A  в просторі nL  однозначно 

визначається заданням образів AeA,...,eA, n2


1e  всіх векторів будь-якого 

фіксованого базису  n21 eeeB


,...,,  цього простору. 

Теорема 2. Якою б не була впорядкована система з n  векторів простору 

nL  

n21 ccc


,...,, ,  (*) 

існує, і до того ж тільки один, лінійний оператор A  простору nL  такий, що 

вектори системи (*) будуть образами векторів базису  n21 eeeB


,...,,  при дії 

цього оператора. 

Нехай A  - деякий лінійний оператор в nL ,  n21 eeeB


,...,,  - будь-який 

базис цього простору. Оператор A  відображає вектори цього базису в деякі 

вектори AAA n21 eee


,...,,  кожний з яких одночасно виражається через вектори 

базису B . 
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З коефіцієнтів ik  складаємо матрицю 
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рядками якої є координатні рядки векторів ),( n1iei    A


 в базисі 

 n21 eeeB


,...,, . Оскільки координатні рядки векторів Aie


 визначаються 

однозначно, то і матриця A  визначається оператором A  однозначно. 

Матрицю A  називають матрицею лінійного оператора A  в базисі 

 n21 eeeB


,...,, . Отже в базисі B  лінійний оператор A  задається матрицею A . 

При фіксованому базисі B  кожному лінійному оператору A  простору 

nL  відповідає певним способом визначена матриця n го порядку – матриця 

цього лінійного оператора. І, навпаки, кожна матриця n го порядку  ikB   

є матрицею деякого лінійного оператора простору nL  в базисі  n21 eeeB


,...,, . 

Дійсно, знаючи матрицю  ikB  , знайдемо вектори: 
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за теоремою 2 визначимо лінійний оператор. 

В просторі nL , який вектори n21 eee


,...,,  відображає відповідно у вектори 

n21 bbb


,...,, . Оператор B  - єдиний, його матрицею в базисі  n21 eeeB


,...,,  є 

матриця B . 

Отже, якщо в лінійному просторі nL  над полем P  обрано базис 

 n21 eeeB


,...,,  і кожному оператору A  простору nL  поставлено у 

відповідність матрицю A  цього оператора в базисі  n21 eeeB


,...,, , то цим 

буде встановлена взаємно-однозначна відповідність між всіма лінійними 

операторами простору nL  і всіма матрицями n го порядку над полем P . 

З’ясуємо, як знаючи матрицю лінійного оператора A  і координати 

вектора x

 в базисі  n21 eeeB


,...,, , знайти координати вектора Ax


 в цьому ж 



базисі. Нехай  ikA   - матриця оператора A  в базисі  n21 eeeB


,...,,  і вектор 

nn2211 eeex


  ... . Тоді AeAeAeA n21


n21x   ... . 

Але  n1ieeee nin22i11ii ,...      A
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Позначаючи координатний рядок вектора x


 через  x


, а координатний рядок 

вектора Ax


 - символом  Ax


, одержуємо 

 
 

 Ax

x

nnnn22n112nn2221211nn212111
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

 ...,...,...,...

A

, 

тобто    Axx


A . 

Отже, справедливе твердження: 

Координатний рядок вектора Ax


 в базисі  n21 eeeB


,...,,  дорівнює 

добутку координатного рядка вектора x

 на матрицю лінійного оператора A  в 

цьому базисі. 

Матриці є тим аналітичним апаратом, за допомогою якого вивчаються 

лінійні оператори в скінченновимірних просторах. Кожний лінійний 

оператор простору nL  задається в обраному базисі певною матрицею. При 

зміні базису матриця лінійного оператору також буде змінюватися.  

Як же пов’язані матриці, які задають один і той же оператор, в різних 

базисах? 

Лема: Нехай  
ijA   і  

ijB  , n1ji ,,   - матриці над полем P . Якщо 

для будь-якого рядка  n21  ,...,,  з елементами з поля P  

   BA n21n21  ,...,,,...,,  , то BA  . 

Теорема. Якщо лінійний оператор A  простору nL  задається в базисі 

 n21 eeeB


,...,,  матрицею A , то в базисі 


 n21 eeeB


,...,,  він задається 

матрицею 1TATA  , де T  - матриця переходу від базису B  до базису B . 



З’ясуємо, що являє собою матриця переходу T  від базису 

 n21 eeeB


,...,,  до базису 


 n21 eeeB


,...,,  з точки зору теорії лінійних 

операторів. 

Існує тільки один лінійний оператор T , який переводить вектори 

базису B  у відповідні вектори базису B  такий, що 


 ii ee


T   n1i ,  

Рядками матриці оператору T  в базисі B  є координатні рядки векторів 


n21 eee


,...,,  в цьому базисі. Але координатні рядки векторів 
ie


 в базисі B  є 

рядками і матриці переходу T  від базису B  до базису B . 

Отже, матриця переходу T  є матрицею оператора T , який переводить 

базис B  в базис B  обчислена в базисі B . Але матриця переходу T  є 

матрицею оператора T  в базисі B . 

Дійсно, матрицею оператора T  в базисі B  є матриця T ; матрицею 

переходу від базису B  до базису B  є також матриця T . Тому матрицею 

оператора T  в базисі B  є матриця  

TTTT 1   . 

Нехай A  і B  - матриці n го порядку над полем P . 

Матриця B  називається подібною до матриці A , якщо існує така 

неособлива матриця n ого порядку Q  над полем P , що  

QAQB 1    

Теорема. На множині nM  всіх матриць n ого порядку над полем P  

подібність матриць є відношенням еквівалентності. 

Якщо матриця A  задає лінійний оператор A  в базисі  n21 eeeB


,...,, , то 

і будь-яка матриця B  подібна матриці A , 

AQQB 1  

тож задає оператор A  в деякому базисі B , а саме в базисі 


 n21 eeeB


,...,, , 

пов’язаному з базисом  n21 eeeB


,...,,  матрицею переходу 1QT  . 



Отже, всі матриці класу подібних матриць, і тільки вони, задають в 

різних базисах простору nL  один і той же лінійний оператор цього простору. 

Властивості подібних матриць: 

1. Подібні матриці мають рівні визначники. 

2. Подібні матриці A  і B  або одночасно особливі, або одночасно 

неособливі. 

  



10.04.2020 

Дисципліна «Диференціальна геометрія і топологія» (група 321) 

Тема лекції: Перша квадратична форма поверхні 

 

Короткий зміст лекції:  виведення першої квадратичної форми; поняття 

обчислення довжини дуги лінії на поверхні; формула довжини дуги на 

поверхні; поняття кута між дотичними в точці; виведення формули для 

обчислення площі компактної поверхні; поняття ортогональності 

координатної сітки.  

Основні поняття лекції: 

Нехай задана гладка поверхня    рівнянням  

 ⃗   ⃗(   )  

Як відомо диференціал в точці       має вид : 

  ⃗    ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗ ⃗    

Піднесемо рівність до скалярного квадрату, тоді отримуємо 

(  ⃗)    ⃗⃗⃗⃗
 
(  )     ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗ ⃗        ⃗⃗⃗ ⃗

 
(  )   

Введемо такі позначення :       ⃗⃗⃗⃗
 
       ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗ ⃗       ⃗⃗⃗ ⃗

 
    тоді 

рівність  

  ⃗    ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗ ⃗    буде мати такий вид :  

(  ⃗)     (  )
              (  )

   

Права частина рівності називається першою квадратичною формою 

поверхні    або її лінійним елементом.  Відмітимо, що коефіцієнти 

квадратичної форми є функції від    та   .  

Нехай на поверхні   , яка задана рівнянням   ⃗   ⃗(   ), задана гладка 

лінія  :     ( )    ( )  де      . Лінія   у просторі задається рівнянням 

 ⃗   ⃗( ( )  ( ))   Продиференцюємо його по параметру  :  

  ⃗

  
   ⃗⃗⃗⃗

  

  
   ⃗⃗⃗ ⃗

  

  
  



Відмітимо, що  
  

  
 |

  ⃗

  
|  де   довжина дуги   . Отже, з 

  ⃗

  
   ⃗⃗⃗⃗

  

  
   ⃗⃗⃗ ⃗

  

  
 

випливає  

  

  
 √   (

  

  
)
 

     
  

  

  

  
    (

  

  
)
 

  

З формули маємо  

(  )     (  )
              (  )

   

тобто значення першої квадратичної форми поверхні є квадрат диференціала 

довжини дуги гладкої лінії, яка лежить на поверхні, при нескінченно малому 

зміщенні точки вздовж цієї лінії.  

З рівності  
  

  
 √   (

  

  
)
 
     

  

  

  

  
    (

  

  
)
 
 отримуємо формулу 

довжини дуги на поверхні:  

  ∫ √   (
  

  
)
 

     
  

  

  

  
    (

  

  
)
 

 
  

  

 

де           (  )   (  )  кінці дуги.  

 

 

 

 

 

Рис.10.1 

Нехай  ,  ̃   дві гладкі лінії на поверхні    , які проходять через точку 

 . Кутом між лініями   та  ̃ називається кут між їх дотичними в точці     

Нехай        символи диференціювання вздовж ліній   і   ̃. Тоді    ⃗  та     ⃗ 

– вектори дотичних до ліній   і   ̃ в точці    Позначимо через   кут між   і  

 ̃, тоді, очевидно,   (  ⃗   ⃗)̂ , тому  

     
  ⃗   ⃗

|  ⃗||  ⃗|
  



Але   ⃗    ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗ ⃗       ⃗    ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗ ⃗    тому підставляючи ці значення в 

формулу будемо мати :  

     
            (         )         

√   (  )
              (  )

 √   (  )
              (  )

 
 

Якщо     лінія ( тобто     ),   ̃    лінія ( тобто     ), то формула 

набуває вигляд :   

     
   

√      
  

З рівності випливає, що для того щоб координатна сітка на поверхні 

була ортогональною (   
 

 
 ), необхідно і достатньо, що в кожній точці цієї 

поверхні виконувались рівність      . 

Нехай    поверхня з краєм, яка задовольняє умови : 

1.   гомеоморфна замкненому кругу; 

2.   є частина деякої гладкої поверхні  ; 

3. край поверхні    є кусочно-гладка лінія. 

З курсу математичного аналізу відомо, що   квадровна, тобто має 

площу. Нехай в прямокутній системі координат       задана поверхня 

рівнянням    (   )  де  (   )     в площині         гомеоморфна 

замкненому кругу. Тоді площа  ( ) поверхні, як відомо, обчислюється за 

формулою : 

 ( )  ∬ √  (
  

  
)

 

 (
  

  
)

 

 

      

Якщо   задана параметричними рівняннями  

   (   )    (   )    (   )  

то, площа поверхні обчислюється за формулою : 

 ( )  ∬ √          
 

 

      

де    відповідна поверхні    область зміни параметрів       . 



Якщо  ⃗(   )  векторна функція з координатами  (   )  (   )  (   )   то в 

кожній точці (   ) поверхні   виконується рівність : 

√          
  |[  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗ ⃗]|  

Доведемо.  Справді, якщо   (  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗ ⃗) 
̂  то  

|[  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗ ⃗]|  |  ⃗⃗⃗⃗ ||  ⃗⃗⃗ ⃗|      |  ⃗⃗⃗⃗ ||  ⃗⃗⃗ ⃗|√     
    √   √   √  

   
 

      

 √          
  

Таким чином, з  ( )  ∬ √          
 

 
     маємо, що  

 ( )  ∬ |[  ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗ ⃗]|      
 

 

Висновок. Знаючи першу квадратичну форму поверхні ми можемо : 

1. обчислити довжину дуги на поверхні; 

2. обчислити кут між лініями на поверхні; 

3. обчислити площу гладкої компактної поверхні. 

  



13.04.2020 

Дисципліна «Аналітична геометрія» (група 121) 

Тема лекції: Класифікація рухів площини 

 

 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

  



20.04.2020 

Дисципліна «Аналітична геометрія» (група 121) 

Тема лекції: Група рухів площини та її підгрупи 

 

 

 

 



 
 

 

  



24.04.2020 

Дисципліна «Лінійна алгебра та аналітична геометрія»  

(групи 131, 132, 141, 161) 

Тема лекції: Лінійні оператори 

 

Нехай A  і B  - деякі лінійні оператори простору nL .  

1. Оператор S , який кожному вектору nLx


 ставить у відповідність 

вектор BA xx


 , називається сумою операторів A  і B , позначається BAS  . 

Отже, BAS   означає, що BAS    xxxLx n


 . 

2. Добутком лінійних операторів A  і B  називається оператор C , який 

визначається за формулою  BAC   xxLx n


 , позначається BAC  . 

3. Добутком лінійного оператора A  на число   називається оператор 

D , який визначається за формулою AD      xxPLx n


  , позначають 

AD  . 

Властивості операцій над лінійними операторами: 

1. Сума лінійних операторів A  і B  є лінійний оператор. 

2. Операція додавання лінійних операторів асоціативна і комутативна. 

3. Добуток лінійних операторів A  і B  є лінійний оператор. 

4. Операція множення операторів асоціативна і пов’язана з операцією 

додавання дистрибутивними законами. 

5. Добуток лінійного оператора A  на число   є лінійний оператор. 

Нехай  ikA   і  ikB   - матриці лінійних операторів A  і B  в базисі 

 n21 eeeB


,...,, . 

Знайдемо DCS ,, , які задають в базисі  n21 eeeB


,...,,  оператори 

BAS  , BAC  , AD  . За означенням матриці лінійного оператора маємо: 





n

1k

kiki ee


A , 



n

1k

kiki ee


B   k1i ,  

Оскільки BAS  , то 



   



n

1k

kikik

n

1k

kik

n

1k

kikiiii eeeeeee


BABAS   n1i ,  

Отже,  ikik  S , тобто BAS  . 

Аналогічно, оскільки BAC  , то 

   

 

 n1i

ee

eeeee

n

1j

n

1k

jkjik

n

1k

n

1j

jkjik

n

1k

n

1j

jkjikkik

n

1k

kikii

,





















 

 

  

 

   

BBBAC
n

1k









 

Отже,  
ijcC  , де 




n

1k

kjikijc  , тобто BAC  . 

Нарешті, оскільки AD  , то     



n

1k

kik

n

1k

kikiii eeeee


 AAD   

 n1i , . 

Отже,  ikD  , тобто AD  . 

Отже, якщо лінійним операторам A  і B  відповідають матриці A  і B , то 

оператору BA   відповідає матриця BA , оператору AB  - матриця BA   і 

оператору A  - матриця A . Тому встановлена відповідність є ізоморфізм. 

Нехай M  - деяка підмножина n вимірного лінійного простору nL  і A  - 

довільний лінійний оператор цього простору. Оператор A  переводить 

кожний вектор Mx


 в деякий вектор Ax


, який є образом вектора x


. 

Сукупність образів всіх векторів множини M  називається образом 

множини M  відносно оператора A , позначають AM . 

Теорема 1. Образ будь-якого лінійного підпростору U  простору nL  

відносно будь-якого лінійного оператора A  також є підпростором простору 

nL . 

Сукупність AnL  образів усіх векторів простору nL  називається областю 

значень лінійного оператора A . 



Іноді область значень лінійного оператора A  називають образом 

оператора A  і позначають символом AIm . З теореми 1 випливає, що образ 

лінійного оператора A  є лінійний підпростір простору nL . 

Розмірність області значень AnL  називають рангом оператора A  і 

позначають A rang . 

Теорема 2. Ранг будь-якого лінійного оператора простору nL  дорівнює 

рангу матриці цього оператора у довільно обраному базисі. 

Ядром лінійного оператора A  простору nL  називається сукупність всіх 

векторів цього простору, які оператором A  відображаються в нульовий 

вектор 0

. 

Ядро лінійного оператора позначається символом AKer . 

Розмірність ядра оператора A  називається дефектом цього оператора. 

Ядро лінійного оператора є підпростором простору nL . 

Теорема 3. Сума рангу і дефекту лінійного оператора A  простору nL  

дорівнює розмірності n  цього простору 

nLKer dim)dim()dim(Im  AA  

Нехай A  - лінійний оператор, що діє в n вимірному просторі nL . 

Лінійний оператор A  простору nL  називається не виродженим, якщо його 

ранг дорівнює n ; оператор A  називається виродженим, якщо його ранг 

менше n . 

Отже, лінійний оператор A  не вироджений якщо: 

1. Область значень AnL  оператора A  співпадає з простором nL ; 

2. дефект оператора  дорівнює нулю; 

3. ядро оператора A  складається тільки з нульового вектора. 

Теорема 4. Лінійний оператор A  простору nL  не вироджений тоді і 

тільки тоді, коли його матриця A  в довільно вибраному базисі  n21 eeeB


,...,,  

простору nL  неособлива. 



Теорема 5. Не вироджений лінійний оператор A  простору nL  взаємно 

однозначно відображує простір nL  на весь nL . 

Теорема 6. Не вироджений лінійний оператор A  простору nL  будь-яку 

лінійно незалежну систему векторів цього простору переводить в лінійно 

незалежну систему. 

Лінійний оператор B  простору nL  називається оберненим до лінійного 

простору A , якщо EABBA  , де E  - одиничний оператор. Обернений 

оператор позначають -1A . 

Обернений оператор переводить кожний вектор Ax


 у вектор x


. 

Теорема 7. Для того щоб існував оператор -1A  обернений до оператора 

A  необхідно і достатньо, щоб оператор A  був не виродженим. 

З теореми випливає ще одне означення не виродженого оператора, а 

саме: не виродженим лінійним оператором називається лінійний оператор, 

для якого існує обернений оператор. 

 


